Correction

Exercice 1

1. A partir de automate A, on établit les équations suivantes :

LO :aLO—l-bLl—I—E
Li=al;+blLy
L2 = G,LQ + bLO

et on sait que L(A) = Lo est solution de ce systeme. Par application du lemme d’Arden sur les 3 équations, possible car
{a} ne contient pas le mot vide, on obtient :

L() = (l*(bLl + c‘:)
Ll = a*bL2
L2 = a*bL()

D’ou, en remplagant, on obtient
Lo = a*(b(a*b(a*bLg) + &) = a*ba*ba*bLo + a*

De méme, on applique le lemme d’Arden, et on a :

b
start —> a
b

FIGURE 2 — Automate B

3. Posons A = (Sa,Ta,Ia,Fa et B=(Sp,Tp,Ip,Fg). Soit C = (S,T,I,F) Pautomate défini comme suit

S =854xS5gp
T ={(sa,sB)x(s'y,sR),, (saxsy) € Ta, (sprsp) € Tp}
1= IA X IB

F=F4,xSgUFp xSy

D’apres le cours, cette construction est valide car A et B sont complets et L(C') = L(A) U L(B). L’automate C est aussi
déterministe car A et B le sont. Posons maintenant C' = (S,T,I, F’) avec F' = Fy x Fg. De méme, on a L(C") =
L(A) N L(B) et C'" déterministe.

Finalement, posons C"" = (S,T,1,F") avec F” = F \ F' et montrons que L(C") = L(A) W L(B).

L(C") C L(A)W L(B) :

Soit u est un mot de L(C"). 1l existe alors une exécution d’étiquette u dans C” dont le dernier état est dans F”.

Or les automates C, C’ et C” ont les méme ensembles d’états et de transitions, cette exécution est aussi une exécution
d’étiquette u dans C et C'.

Or F” C F, donc c’est une exécution acceptante dans C' et donc u € L(C).

De plus, F/ N F” = () donc cette exécution n’est pas acceptante dans C’.

Or, par déterminisme, c¢’est 'unique exécution d’étiquette u dans C’. Donc il n’existe pas d’exécution acceptante d’étiquette
u dans ', ie u n’est pas dans L(C").

Donc uw € L(C)\ L(C") = L(A) UL(B) \ (L(A)N L(B) = L(A) W L(B).

L(A)wL(B) C L(C") :




Soit u dans L(A) W L(B).

On a alors que u est dans L(A) U L(B) = L(C).

Donc, u est ’étiquette d’une exécution dans C, dont le dernier état est un état f dans F.

De méme que précédemment, cette exécution est aussi une exécution d’étiquette u dans C’ et C”'.

Or, si f est aussi dans F”, alors u est dans L(C’) = L(A) N L(B), ce qui est impossible, donc f est dans F \ F’. Donc
cette exécution d’étiquette u est acceptante dans C”, et donc u € L(C").

L’automate obtenu par cette construction est le suivant :

a a

start — a
b b
b b
a
b

a a

FIGURE 3 — Automate C”

Exercice 2

1. Appelons construction 1 la construction par concaténation et construction 2 la construction par ajout de ”(” et ”)”.
Les mots (())() et ((())) sont constructibles & partir de £ :

1

coUTw } 2 (0 et €502 (0) 2 ().
N

0

De plus, |£] = 0 est pair et la seule construction ajoutant des lettres est la construction 2, ajoutant un nombre pair de
lettres. Par induction immeédiate, les mots de D 4 sont tous de longueur paire, donc (()() n’est pas un mot D 4.

2. Pour tout mot u de D 4 posons
P(u) := Vv € prefiz(u) : |v| > |v](

Cas de base : On a prefiz(£) = {£}. Par convention, |£| =0 et |E]y = 0. D’olt : P(e).

Cas d’induction : Il y 2 cas.

Cas construction par concaténation. Soit u et v deux mots de D 4. Supposons P(u) et P(v) et montrons P(u.v). Soit w
un préfixe de uv.

Si jw| < Jul|, alors w est aussi un préfixe de u et par P(u) :

lwl( = |wl)
Sinon, il existe w’ tel que w = uw’. Alors, w’ est un préfixe de v et par P(v) on a

w'l = Jw'l) (1)

De plus, u est un préfixe de u, donc par P(u), on a

|ul¢ > fuly (2)



